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ABSTRACT

In some cases in applied mathematics, the continuous function is not used, but rather the weaker function, i.e. lower semi-
continuous function from above. One of the basic properties of the function that needs to be known is the existence of the
infimum value of the function image. In the case of a continuous function, the existence of infimum is assured by several
assumptions, one of which is the function domain which is a closed set and the function is a bounded function. In this
paper, we describe the properties that ensure the existence of infimum of the image of a lower semi-continuous function
from above. Based on the results, it is found that the existence of infimum of the image of a lower semi-continuous
function from above is assured in the domain which is a compact set and also assured if the function is a convex function.

Keywords : fungsi lower semi-continous dari atas

Pendahuluan

Pada bidang matematika, terutama dalam bidang
matematika terapan khususnya dalam masalah optimasi
tidak akan terlepas dari fungsi dan sifat-sifatnya. Secara
umum, dalam masalah optimasi biasanya didefinifikan
suatu fungsi kontinu. Sifat-sifat fungsi kontinu dijabarkan
dengan jelas dalam materi analisis real, ruang metrik, ruang
topologi dan beberapa ruang lainnya dalam teori
matematika. Sifat-sifat fungsi dalam masalah optimasi
berkaitan dengan eksitensi infimum dan supremum image
dari fungsi, yang kemudian dapat dikaitkan dengan solusi
dari masalah optimasi tersebut. Permasalahannya, ternyata
dalam beberapa kasus tidak menggunakan fungsi kontinu,
melainkan menggunakan fungsi yang lebih lemah yaitu
lower semi-continuous atau fungsi lower semi-continuous
dari atas. Oleh karena fungsi lower semi-continuous atau
fungsi lower semi-continuous dari atas merupakan fungsi
yang lebih lemah dari fungsi kontinu, maka sifat-sifat
fungsi tersebut juga akan berbeda dengan fungsi kontinu,
termasuk sifat mengenai eksistensi infimum image fungsi
tersebut. Oleh Kkarena itu, akan dianalisis sifat yang
menjamin eksistensi infimum image dari fungsi lower
semi-continuous dari atas.
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Fungsi Lower Semi-Continuous

Sebelum dibahas mengenai fungsi lower semi-continuous
dari atas, perlu diketahui terlebih dahulu mengenai definisi
dari fungsi lower semi-continuous. Berikut diberikan
definisi dari epigraph fungsi dan fungsi lower semi-
continuous, serta hubungan keduanya pada ruang
topologis.

Definisi 1 Diberikan X tidak kosong dan f:X —R
fungsi real. Epigraph dari fungsi f , ditulis epi(f),
adalah himpunan dengan definisi sebagai berikut.

epi(f)={(x,t)e X xR: f (x)<t}.

Definisi 2_Diberikan X ruang topologis. Fungsional
f:X —>R dikatakakan lower semi-continuous di
X, € X jika untuk setiap net {X }= X dengan
X, =X, , berlaku :

f () <lim f (x,)
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Definisi 3_Diberikan X ruang topologis. Fungsional
f:X — R dikatakan lower semi-continuous pada X
jika f lower semi-continuous di setiap X, € X .

Teorema 1 Diberikan X ruang topologis. Fungsional
f:X —R lower semi-continuous pada X jika dan
hanya jika epi( f) merupakan himpunan tertutup.

Bukti:

(=) Akan ditunjukkan epi(f) merupakan himpunan
tertutup. Ambil sebarang {(X,,t, )}<=epi(f) dengan
(x,,t,)—>(Xt,). Karena O(Xa,t )eepi(f), maka
f X,)<t_ untuk setiap el . Karena f fungsi lower
semi- continuous, maka diperoleh:

f (%) <lim f (x,)<limt, =,

Akibatnya diperoleh f (XO) <t,. Artinya
(X,,t,) €epi(f). Dengan kata lain epi( f) tertutup.

(<) Akan ditunjukkan f fungsi lower semi-continuous
pada X . Andaikan f tidak lower semi-continuous pada
X . Artinya terdapat X, € X sehingga f tidak lower
semi-continuous di X, € X , maka terdapat net {X }c X
dengan X, —>X,, tetapi lim f(x,)<f(x,). Dibentuk
barisan bllangan real {y, ¥ dengan y_ _f(x untuk
setiap el . Akibatnya barisan {Y_} terbatas terhadap

F(%).

Menurut Teorema Bolzano Weierstrass, barisan {y }
mempunyai barisan bagian yang konvergen, katakan
{y,, } konvergen ke yeR, dengan y< f(X,). Menurut
yang diketahui, kerena epl(f% merupakan himpunan
tertutup, maka Xo,y)eepl(f). Akibatnya diperoleh
f( ) y<f(x ) Timbul kontradiksi. Pengandaian
salah. Dengan demlkian terbukti bahwa f merupakan
fungsi lower semi-continuous pada X . []

Fungsi Lower Semi-Cotinuous dari Atas

Berikut diberikan definisi fungsi lower semi-continuous
dari atas dan hubungannya dengan fungsi lower semi-
continuous.

Definisi 4 Diberikan X ruang topologis. Fungsional
f: X — R dikatakan lower semi continuous dari atas di
X, jika untuk setiap net {X }< X dengan X, —X, dan
f (xal)z f (xaz) untuk &, <a,, berakibat :

f(x)<lim f (x,)

Definisi 5 Diberikan X ruang topologis. Fungsional
f: X —>R dikatakan lower semi continuous dari atas
pada X jika f lower semi continuous dari atas di setiap
X, X .

Teorema_2 Diberikan X ruang topologis. Jika fungsi
f: X —R merupakan fungsi lower semi-continuous
pada X maka f merupakan fungsi lower semi
continuous dari atas pada X .

Bukti : Diketahui f fungsi lower semi-continuous pada
X . Akan ditunjukkan f fungsi lower semi continuous
dari atas pada X . Ambil sebarang net {X_} dan X, € X
sedemikian sehingga X, —>X, dan f(x, )= f(X,
untuk o, <a,. Karena °f fungsi lower semi-continuous
pada X , maka berlaku :

f(xo)SIiTmf(xa)

Karena berlaku :

lim f (xa)sliarln f (xa)glign f(x,)

a

maka berakibat :

f (%)< Iiocnf(xa)

Dengan kata lain terbukti f fungsi lower semi continuous
dari atas pada X .[]

Pada Teorema di atas, untuk kasus sebaliknya tidak
berlaku. Jadi dapat disimpulkan bahwa sifat lower semi
continuous dari atas lebih lemah dibandingkan sifat lower
semi-continuous. Hal tersebut dapat ditunjukkan oleh
contoh penyangkal di bawah ini.

Contoh 1 Diberikan fungsi f:R—>R dengan definisi
sebagai berikut :

f(-\']= x+%, watuk x <0

41, wank x=0

Fungsi f di dalam Contoh 1 lower semi continuous dari
atas di titik O, tetapi f tidak lower semi-continuous di
titik 0.
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Eksistensi Infimum Image Fungsi Lower Semi-
Continuous dari Atas

Berikut dijabarkan sifat-sifat yang menjamin eksistensi
infimum dari image fungsi lower semi-continuous dari atas.
Eksistensi infimum dari fungsi lower semi-continuous dari
atas terjamin jika domain fungsi merupakan himpunan
kompak dan terjamin pula apabila fungsi tersebut
merupakan fungsi konveks. Berikut adalah definisi
himpunan kompak dan definisi fungsi konveks, serta
pembuktian dari sifat-sifat tersebut.

Definisi 6 Diberikan ( X ,5) ruang topologis.
(i) Himpunan F < X dikatakan kompak jika setiap liput
terbuka (€ untuk F terdapat liput bagian untuk F

yaitu terdapat {A,A,,...,A}cd sedemikian
sehingga berlaku :
n
F CulA1
i=

(i) Ruang topologis (X,ff) dikatakan kompak jika
himpunan X kompak.

Definisi 7 Diketahui V ruang vektor atas R . Diberikan
himpunan AcV konveks dan F:A—R. Fungsi F
dikatakan konveks jika untuk setiap U,ve A, berlaku :

F(Au+@-AV)<AFU)+(1-A)F(v), v Ae[0,1].

Berikut diberikan satu contoh fungsi
disajikan dalam Contoh 2 sebagai berikut.

konveks yang

Contoh 2 :

(1) Fungsi f(x)= X2 merupakan fungsi konveks.

(2) Fungsi f(x)= Xl merupakan fungsi konveks.

(3) Fungsi f(X)==e" merupakan fungsi konveks.

(4) Fungsi f(X = X merupakan fungsi konveks pada
interval (0

Teorema 3 Diberikan X ruang topologis dan Dc X
kompak. Jika fungsi f:D-—>R lower semi continuous
dari atas dan terbatas ke bawah (bounded from below)
pada D, maka terdapat X, € D sehingga berlaku:

f(%)=inf f(x)

Bukti : Diketahui D < X kompak dan fungsi f terbatas
dari bawah (bounded from below), artinya terdapat barisan

{x,}= D sedemikian sehin ga X, —>X, untuk suatu
X, €D, serta f X, )= f untuk o, <a, dan
f(X ?—)Inf f( ) enurut Vang diketahui bahwa f
fungsi lowerSBmi continuous dari atas, maka diperoleh :

fix, )<lim f (x, }
=inf f(x).

el

Akibatnya diperoleh :
f (%, )=inf f ()

xeD

Terbukti. []

Teorema 4 Diberikan X ruang Banach refleksif atas
lapangan R dan f:D(f)—)R fungsi proper lower
semi continuous dari atas dan konveks. Jika
lim f(X)—+oo maka terdapat X, eD(f) dengan :

Pl—>e

S(8)< 3 743
S(x)<min {_f[.\',), iuf _.;"[.\'}+L;},
f(x;)smin{ min f(x), inf f(x )

veD{ 1)

S (%, )=min{ min

KELPUXNE AT eyl

S (x), inf f(x)+

j.’H—l

Bukti :
Diambil X, € D( f ) untuk N=1,2,3,..., sedemikian
sehingga berlaku bahwa :

f (%)= |nf f( )

XeD

Menurut yang diketahui, karena lim f(x =+00, maka
barisan {X,} di atas terbatas. Ol&fKarena itu, karena X
merupakan ruang Banach refleksif, tanpa mengurangl
keumuman, dapat diasumsikan bahwa X, ——>Y, .
Mengingat Y, €CO{X, :k>n} untuk n=1, 2.3,..., maka
terdapat barisan bilangan bulat positif {n } sedemlklan
sehingga :

n<n,<...
dan
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eCO{X o X 3

dimana N, ,<n, <n, dan k=2 dengan Yo = Yo-
Dari, pembentukan barisan {x,} di atas, diperoleh bahwa
{f (yn }., merupakan barisan monoton turun.
Akibatnya menurut yang diketahui bahwa f merupakan
fungsi lower semi-continuous atas diperoleh bahwa :

n

ﬁ( )<lim f = inf f(x? (4.1)
Sebaliknya, karena *y;"e %, rﬁ‘é%féilpero eh bahwa :

f (%)= |gf f(x) (4.2)
Dari (4.1) dan (4.2), diperolen f(X,)= Inf f
Terbukti. [] ( ) xeD(f) ( )

Akibat 1 Diberikan X ruang_Banach refleksif atas
lapangan R dan f:D(f)—)R fungsi proper lower

semi-continuous dan konveks. Jika lim f(X)_+oo
maka terdapat X, € D( f ) sedemikan Mﬁiﬁgga
f(%)=,inf f(x)

Teorema 5 Diberikan X ruang Banach refleksif atas
lapangan R, M < X tertututp lemah dan fungsi
f:M — RuU{+o} lower semi-continuous pada M .
Jika lim f(X)=+o0, maka terdapat U,eM
sedemiki&n Sehingga berlaku :

f(u)=inf (0

Bukti : Diambil sebarang barisan qU }g M sedemikian
sehingga f(un —inf Karena
lim f (x)=+o0, barisan “SU,} terbatas dan X

#8fIsksif, maka terdapat barisan bagian {u, y={u}
sedemikian sehingga U, —)Uo, untuk suatd u, € I\/I

. Karena fungsi f Iower semi-continuous pada M , maka
diperoleh bahwa :

f(Up)< lim f (u, )<inf f(u)

ng >0

Dengan kata lain terbukti. [J

Teorema 6 Diberikan X ruang bernorma atas lapangan
R . Jika fungsi f : X — R lower semi continuous dari
atas dan konveks, maka terdapat g € X* dan beR
sedemikian sehingga untuk setiap X € X , berlaku :

\'Eﬂ[.x‘!.l.?;.rif-ﬂl_flf[x} =T

Bukti : Diambil X, € D( ). Akan ditunjukkan bahwa
terdapat I, > 0 sedemikian sehingga berlaku :

Andaikan pernyataan di atas tidak benar, maka terdapat
barisan {X.} < B(X,, )N D(f) denga X, —X,,
sedemikian sehingga berlaku :

f(x)>f(x)>..
f(x,)—> -

> f(%,)>..

Berdasarkan yang diketahui bahwa fungsi f lower semi-
continuous atas, maka berakibat bahwa :

f (Xo) <—o0
Timbul kontradiksi. Artinya, ada a€ R sehingga
f(x)>a+1 untuk setiap XefB( D(f .
Akibatnya diperoleh bahwa Xo,a) Z epi . Artinya

terdapat | >0 sehingga diperoleh I.f (X) > 1. Karena
epi( f) merupakan himpunan konvekstertutup, maka
terdapat g, € X * sedemikian sehingga berlaku :

Jo (%) < 9o (X)

untuk setiap X € X . Akibatnya untuk setiap X € X
diperoleh :

o (%) +la<gq(x)+If (x)
Dengan membagi kedua ruang dengan |, maka diperoleh :

{A}:—-—lgu { }-ifa—l

untuk setiap X € X . Jadi, terdapat:

g——%gnel'*

dan b =g, (%,)+l.a € R, sedemikian sehingga berlaku:
f(x)>g(x)+b

Dengan kata lain terbukti bahwa terdapat g € X * dan
beR sehingga untuk setiap Xe& X  berlaku
f(x)>g(x)+b.0
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Dari Teorema 6 di atas, dapat diturunkan akibat sebagai
berikut.

Akibat 2 Diberikan X _ruang bernorma atas lapangan R
.Jika fungsi f : X — R konveks lower semi-continuous ,
maka terdapat g€ X* dan beR sehingga untuk
setiap X € X , berlaku :

f(x)>g(x)+b
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